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1第1章
序論
1.1 研究背景
近年，中間周波数帯 (300Hz{10MHz) [3]の利用拡大に伴い，それらを用いる機器から
生じる電磁界による生体影響について関心が高まっている [4, 5]．広く利用されている国
際非電離放射線防護委員会 (ICNIRP) のガイドライン [6, 7] では，生体に誘導される電
界，電流に関する基本制限を設けており，中間周波数帯による生体影響に関しても，生体
内誘導電界，電流密度を用いた数値計算によるばく露評価が必要である．電磁界解析の数
値計算手法としては，高周波数帯での有限差分時間領域法 (FDTD法) [8]が良く知られて
いるが，中間周波数帯では計算時間が膨大となってしまい，計算を行うことが現実的では
ない．そこで，準静的近似が有効である中間周波数帯以下の周波数において，磁界によっ
て誘導される生体内の電界強度，電流密度の計算を行う場合に用いられる手法の 1つとし
て 3次元インピーダンス法 [9]がある．
3次元インピーダンス法では，生体を集中定数の立体回路網として模擬し，そこに入射
する磁界によって誘導されるループ電流を未知数とした大規模な連立一次方程式を解くこ
とにより，電界強度，電流密度を算出する．3 次元インピーダンス法の計算の大部分は，
この計算を行うことに占められる．大規模連立一次方程式を解くための数値解法として，
逐次的過剰緩和法 (SOR法) [10]が多く用いられてきた [9, 11,12]．
一方で，3次元インピーダンス法の計算の大部分が大規模な連立一次方程式を解くこと
に費やされるという点に着目し，連立一次方程式を効率的に解くため，種々の汎用数値計
算ライブラリの適用を検討した．SOR法での計算の他に，これらの数値計算ライブラリ
を利用することは，電磁界解析を行うためのコード開発の効率化及び計算の高速化をもた
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らすことが予想される．数値計算ライブラリを適用した場合，対象とする問題ごとに，連
立一次方程式を解くための数値解法を変更することができるため，3次元インピーダンス
法の適応性をさらに向上できる可能性がある．
しかし，これらの数値計算ライブラリを適用するためには，連立一次方程式を明示的に
行列方程式として表現する必要がある．
1.2 研究目的
本研究では 3次元インピーダンス法の大規模連立一次方程式を解く際に，SOR法にお
ける加速緩和係数 ! を自動的に選択することで計算コストを削減し，また，3 次元イン
ピーダンス法の大規模連立一次方程式を行列として表現し，数値計算ライブラリを適用す
ることでコード開発の効率化を図ることによる 3次元インピーダンス法の適応性向上及び
計算の高速化を目的とする．
1.3 本論文の構成
第 1章では，研究背景及び研究目的を示した．第 2章では 3次元インピーダンス法の計
算中に現れる連立一次方程式を解く手法として，これまで多く用いられてきた逐次過緩和
法 (SOR法)の過緩和係数 ! を計算実行中に自動選択する検討について示す．3章では，
3次元インピーダンス法の行列表現の方法及び行列構造についての考察を示す．4章では，
3章にて示した行列表現を用い，kHz帯における 3次元インピーダンス法の実数計算の検
討について示す．5章では，適用範囲を 10MHzまでの周波数に拡張し，行列表現を用い
た 3次元インピーダンス法の複素数計算の検討について示す．6章では，本論文の結論及
び課題点を示す．
3第2章
過緩和係数自動選択型SOR法の
検討
2.1 はじめに
本章では，3次元インピーダンス法の大規模連立一次方程式を解く際に広く用いられて
いる SOR法において，過緩和係数 ! を反復計算中に自動で値を変更することで，計算の
実行前に過緩和係数 ! を設定して計算を行う場合よりも収束効率を高めることについて
検討した．まず，3次元インピーダンス法の原理を示し，次に，その中で現れる大規模連
立一次方程式を解く際に用いる SOR 法の原理を示したうえで，SOR 法の過緩和係数 !
の自動選択に関する検討と，従来の SOR法との比較を行った結果について示す．
2.2 3次元インピーダンス法の原理
3次元インピーダンス法では，図 2.1に示すように，ボクセルと呼ばれる微細に分割さ
れた立方体の集合として表現された数値人体モデルを集中定数の立体回路網として模擬
し，そこに入射する磁界 H によって誘導される起電力 V，閉路各辺のインピーダンス Z
から，ループ電流 I を未知数とした連立一次方程式を解くことにより，電界強度，電流密
度を算出する．
図 2.2の x方向成分の回路各辺のインピーダンス Z は，隣接する 4つのボクセルに与
えられた導電率 ，比誘電率 "r の平均値を用いて式 (2.1) で与えられるインピーダンス
Z を算出をする．平均化された導電率 avgx，"ravgx は，式 (2.2)，(2.3)として算出する．
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図 2.1 数値人体モデル [13] と 3 次元インピーダンス回路網
図 2.2 各辺の電気定数
Zx =
l
(avg + j!"ravg)S
(2.1)
avgx =
1 + 2 + 3 + 4
4
(2.2)
"ravgx =
"r1 + "r2 + "r3 + "r4
4
(2.3)
この時，lは対象とする辺の長さ，S は閉路の面積である．
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また，x方向成分のループ電流に関する連立一次方程式は式 (2.4)で表される．
[Ix (i; j; k)  Ix (i; j; k   1) + Iz (i  1; j; k)  Iz (i; j; k)]Zy (i; j; k)
+ [Ix (i; j; k)  Ix (i; j + 1; k) + Iy (i; j + 1; k)  Iy (i  1; j + 1; k)]Zz (i; j + 1; k)
+ [Ix (i; j; k)  Ix (i; j; k + 1) + Iz (i; j; k + 1)  Iz (i  1; j; k + 1)]Zy (i; j; k + 1)
+ [Ix (i; j; k)  Ix (i; j   1; k) + Iy (i  1; j; k)  Iy (i; j; k)]Zz (i; j; k)
+ Vx (i; j; k) = 0 (2.4)
この時，I は各閉路に流れるループ電流，Z は閉路各辺のインピーダンス，V は閉路に
誘導される起電力である．同様の手順で y，z 方向成分のループ電流に関する連立一次方
程式を得ることができる．
式 (2.4)及び y，z 方向成分のループ電流に関する連立一次方程式を SOR法などの反復
法を用いて解くことで，各閉路に流れるループ電流値を求めることが出来る．
図 2.3 線電流の計算方法
そこから，式 (2.5)で与えられる線電流を算出し，対象とする閉路の面積で割ることで，
電流密度値を得ることができる．
Ilinex = Iy1   Iy2   Iz1 + Iz2　 (2.5)
そこから，式 (2.6)により，生体内誘導電界を算出することができる．
E =
J
 + j!"0"r
(2.6)
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2.3 SOR法の原理
3次元インピーダンス法の計算において，式 (2.7)で表される連立一次方程式を解くた
めの反復法として逐次的過剰緩和法 (SOR法)が多く用いられてきた．
A~x = ~b (2.7)
この時，Aは係数行列，~xは解ベクトル，~bは右辺ベクトルである．
SOR法は反復法の１つであるガウス{ザイデル法 [10]の式 (2.8)を計算することによっ
て得られる解に対して，式 (2.9)のように補外法を適用することで，解の更新量を増やし，
収束を早める手法である．
x
(k+1)
i =
1
aii
0@bi   i 1X
j=1
aijx
(k+1)
j  
nX
j=i+1
aijx
(k)j
1A (2.8)
x
(k+1)
i = !x
(k)
i + (1  !)x(k 1) (2.9)
この時，xk+1 はガウス{ザイデル法の k + 1 反復目に得られる解，xk+1 は SOR 法の
k+1反復目に得られる解である．ガウス{ザイデル法で得られる xk+1 を過緩和係数 !を
用いることで補外し，解の更新量を修正している．通常，この ! は 1 < ! < 2の値が用
いられ，Over-Relaxationと呼ばれる．! = 1の時，ガウス{ザイデル法と同じ解となる．
また，0 < ! < 1の値を用いる場合は Under-Relaxationと呼ばれ，1 <= ! < 2の値を
用いた際に解が発散してしまうような問題などに用いられる．
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2.4 過緩和係数!の違いによる収束効率の変化
過緩和係数 ! を SOR法の計算を実行する前に最適値を知ることは，最適値を計算する
ために必要な計算量が多いことなどから困難である．
過緩和係数 ! の値の違いによる収束効率の差異について検討を行うため，図 2.4，表
2.1の条件で，過緩和係数 ! を 1.0から 0.1刻みで 1.9までの値で計算を行った．収束の
様子は各反復回数における式 (2.10)で計算される相対残差ノルム "をプロットしたもの
を示す．
"<k> =
jx<k 1>i   x<k>i jL2
jx<k>i jL2
(2.10)
ここで，j  jL2 は L2ノルム，xはループ電流値である．
図 2.4 数値人体モデルと入射磁界
表 2.1 計算条件
　計算格子 立方格子
数値人体モデル TARO [13]
　解像度 2 mm
ボクセル数 320 160 866 voxels
導電率 不均一 [14]
誘電率 不均一 [14]
入射磁界 H 　 1000(x^+ y^ + z^)(1 + j) A/m
周波数 20 kHz
過緩和係数 ! 1:0  1:9
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図 2.5 過緩和係数 ! の違いによる収束効率の変化
図 2.5より，選択した過緩和係数 ! の値により，収束が早いものや，発散してしまって
いるものが存在することが分かる．よって，計算を効率よく収束に向かわせるためには最
適な過緩和係数 ! の値を設定することが必要である．
しかし，計算の実行前に !の適切な値を知ることは，最適値を求めるために要する計算
量の多さにより困難である．対象とする問題によっては，計算の実行中に解の修正量の符
号の変化から ! を逐次的に増減する方法 [15]などがある．
そこで，自動的に過緩和係数 ! の最適な値を選択することができれば，問題ごとに適
切な過緩和係数 ! を設定することなく計算を効率的に行うことができるため，3次元イン
ピーダンス法の適応性をより高めることができる．
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2.5 過緩和係数自動選択型SOR法の検討
本章では，過緩和係数 ! を逐次的に修正する方法として，相対残差ノルム (式 (2.10))
と反復回数から算出される傾きに着目することで，! を逐次的に自動選択する検討を行っ
た．図 2.6は 3次元インピーダンス法及び 3次元インピーダンス法の連立一次方程式を解
くために用いられる SOR 法のフローチャートである．まず，フローチャート中の SOR
法の計算に入る前に，過緩和係数 !を 2に近い値に設定する．そうすることで，反復解の
更新をより加速させることが出来る．しかし，! が大きい値で計算を続けていると，解が
発散してしまう．
図 2.6 3次元インピーダンス法 (左) と SOR 法 (右) のフローチャート
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図 2.7 フローチャート
そこで，SOR法の各反復において，図 2.7のように，式 (2.10)で計算される相対残差
ノルム "の最新 2反復の値と反復回数から傾きを計算し，傾きが 0以上になり，発散の兆
候が見られた際に ! の値を小さくした．傾きは式 (2.11)により算出する．
log 10"k+1   log 10"k
(k + 1)  k (2.11)
また，過緩和係数 ! の更新式は式 (2.12)として定義した．
!k+1 = 1 +
 
!k   1 0:95 (2.12)
式 (2.12)により，過緩和係数 ! を 1 < ! < 2の範囲で，発散の兆候が見られるたびに更
新を行う．
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以上のアルゴリズムを SOR法での計算に導入した方法と，図 2.8，表 2.2の条件で，過
緩和係数 ! を 1.0 から 0.1 刻みで 1.9 までの値で計算を行った際に最も収束が早かった
! = 1:7を最適値と仮定し，それらの収束の様子を比較した．
図 2.8 計算条件 1
表 2.2 計算条件 2
　計算格子 立方格子
数値人体モデル TARO [13]
　解像度 2 mm
ボクセル数 320 160 866 voxels
導電率 不均一 [14]
誘電率 不均一 [14]
入射磁界 H 　 1000(x^+ y^ + z^)(1 + j) A/m
周波数 20 kHz
過緩和係数 ! 自動/1.7
図 2.9 収束履歴の比較
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計算の結果，過緩和係数 !を自動選択するアルゴリズムを用いたところ，事前に過緩和
係数 ! の最適値について検討することなく，最適値と仮定した ! = 1:7に近い収束効率
を得ることができた．
しかし，図 2.9 の実線で示した過緩和係数 ! の値の変化をプロットした結果より，反
復計算が進むと過緩和係数 ! が発散しなくなるため，過緩和係数 ! 値の更新が起きてい
ない．
したがって，最適値が現在の値から遠い場所に存在する可能性もあるため，大域的な探
査が必要であると考えられる．
2.6 まとめ
本章では 3 次元インピーダンス法の連立一次方程式を解く際に多く用いられてきた
SOR法において，過緩和係数 ! を逐次的に修正する方法として，相対残差ノルムの傾き
に着目し，! を逐次的に自動選択する検討を行った．
検討の結果，最適値と仮定した ! = 1:7 と同程度の収束効率で計算を行うことができ
た．それにより，3次元インピーダンス法に用いる SOR法の計算において，事前に過緩和
係数 ! の最適値を検討することなく，従来よりも収束効率の高めることが可能となった．
課題として，過緩和係数の最適値を大域的に探査することによる更なる収束効率の改善
が挙げられる．
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第3章
3次元インピーダンス法の行列表現
3.1 はじめに
この章では，3次元インピーダンス法の計算の大部分が，大規模な連立一次方程式を解
くことに費やされるという点に着目し，連立一次方程式を効率的に解くため，種々の汎用
数値計算ライブラリの適用を検討した．SOR法での計算の他に，これらの数値計算ライ
ブラリを利用することは，電磁界解析を行うためのコード開発の効率化及び計算の高速化
をもたらすことが予想される．数値計算ライブラリを適用した場合，対象とする問題ごと
に，連立一次方程式を解くための数値解法を変更することができるため，3次元インピー
ダンス法の適応性をさらに向上できる可能性がある．しかし，これらの数値計算ライブラ
リを適用するためには，連立一次方程式を式 (3.1)のように，明示的に行列方程式として
表現する必要がある．
A~x = ~b (3.1)
そこで，3次元インピーダンス法の大規模連立一次方程式を行列方程式として表現する
ための検討を行った．
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3.2 3次元座標上ベクトル成分の 4次元から 1次元への定
式化
図 3.1 閉路 (ループ電流 I) と閉路各辺 (インピーダンス Z) の位置関係
[Ix (i; j; k)  Ix (i; j; k   1) + Iz (i  1; j; k)  Iz (i; j; k)]Zy (i; j; k)
+ [Ix (i; j; k)  Ix (i; j + 1; k) + Iy (i; j + 1; k)  Iy (i  1; j + 1; k)]Zz (i; j + 1; k)
+ [Ix (i; j; k)  Ix (i; j; k + 1) + Iz (i; j; k + 1)  Iz (i  1; j; k + 1)]Zy (i; j; k + 1)
+ [Ix (i; j; k)  Ix (i; j   1; k) + Iy (i  1; j; k)  Iy (i; j; k)]Zz (i; j; k)
+ Vx (i; j; k) = 0 (2.4 再掲)
図 3.1は閉路と辺の方向成分の位置関係を示した図である．式 (2.4)は 3次元インピーダ
ンス法の各座標における x 方向成分のループ電流値を求めるための方程式である．式中
の各要素はベクトル量となっており，また，式 (2.4)の他に y，z 方向成分のループ電流
値を求めるための式も存在するため，行列表現を行うことが困難である．そこで，3次元
インピーダンス法の計算に登場する各要素の相互作用を明確化することにより，行列表現
を行った．
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図 3.2 x 方向成分の格子点相互作用モデル
図 3.2の上部は，立体回路網から x方向成分の 1つのループ電流を求めるために必要と
なる，隣接する x，y，z 方向成分の合計 12のループ電流を抽出したモデルである．図の
下部は，そのモデルのループ電流を計算格子点として考え，計算対象となる中心の 1 点
と，隣接する 12点の格子点相互作用モデルとして置き換えたものである．y，z 方向成分
の格子点相互作用モデルも同様の手順で得ることが出来る．
これにより，3次元インピーダンス法の連立一次方程式を解く計算は，計算領域中の各
格子点において，対象とする格子点の解を計算するために，隣接する格子点の解を用いて
計算を行うステンシル計算として考えることが出来る．
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ここで，比較のため，3次元のスカラー量を持つステンシル計算として Scalar-Potential
Finite-Dierence method(SPFD法) [1]を例にとると，ステンシルは図 3.3，行列構造は
図 3.4となる．
図 3.3 SPFD 法のステンシル [1]
図 3.4 SPFD 法の行列構造 [2]
図 3.3では，対象となる中心の点に対して，隣接した点が 6つ存在しており，それと対
応して，図 3.4では，対角要素と 6つの非対角要素の疎なバンド (帯)行列になっている
ことが分かる．このように，ステンシル計算から導かれる行列は規則正しい構造格子とし
ての性質を持つ．3次元インピーダンス法では図 3.2のように，隣接する点が 12個存在
し，さらに，ベクトル量となるため，上記のようなスカラー量の 7点ステンシル計算と比
較して，行列構造がより複雑となることが予想される．
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図 3.5 格子点相互作用モデル (x方向成分)のインデックス
x方向成分のステンシルの位置関係及びインデックスは図 3.5となる．この時，各要素
の第 1引数はベクトルの方向成分であり，0，1，2はそれぞれ x，y，z 方向成分を示す．
第 2{4引数は座標を表している．
この x方向成分の格子点相互作用モデルを定式化すると式 (3.2)となる．
[I (0; i; j; k)  I (0; i; j; k   1) + I (2; i  1; j; k)  I (2; i; j; k)]Z (1; i; j; k)
+ [I (0; i; j; k)  I (0; i; j + 1; k) + I (1; i; j + 1; k)  I (1; i  1; j + 1; k)]Z (2; i; j + 1; k)
+ [I (0; i; j; k)  I (0; i; j; k + 1) + I (2; i; j; k + 1)  I (2; i  1; j; k + 1)]Z (1; i; j; k + 1)
+ [I (0; i; j; k)  I (0; i; j   1; k) + I (1; i  1; j; k)  I (1; i; j; k)]Z (2; i; j; k)
+ V (0; i; j; k) = 0 (3.2)
各成分は式 (2.4)と一致する．また，方向成分が第 1引数に追加した形式で記述した．
更に，行列表現を行うために，式 (3.2)の 4次元のインデックスを，(3.3)を用いて 1次
元に変換した．
n = hNx Ny Nz + iNy Nz + j Nz + k (3.3)
ここで，Nx，Ny，Nz は各方向の格子点の総数である．そして，行列の次元 N は式 (3.4)
で表される．
N = 3Nx Ny Nz (3.4)
よって，1次元化したインデックス nは N 次の正方行列の何番目の成分であるかを示す．
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3.3 3次元インピーダンス法の行列構造
図 3.6 3 次元インピーダンス法の行列構造概略図
1次元化したインデックス nを用いて，図 3.5及び y，z 方向成分の格子点相互作用モ
デルから導かれる行列構造の概略図が図 3.6である．非零要素のみを直線で示している．
この係数行列 Aは行と列を 3分割し，合計 9つの領域に分かれている．計算対象となる
中心に置かれた格子点が，x，y，z 方向成分のものはそれぞれ Cx，Cy，Cz に割り当てら
れる．また，相互作用する 13点の格子点の内，x，y，z 方向成分のものはそれぞれ Rx，
Ry，Rz の領域に割り当てられる．そうすると，境界を除く全領域において，各行は対角
要素と 12の非対角要素，合計 13の非零要素で構成される．中心点が x方向成分の格子
点相互作用モデルを例にすると，図 3.6の領域 Cx 内に図のように水平な線が引け，それ
が非零要素と交わる点が周囲の隣接する 12点に対応する．また，3次元インピーダンス
法における行列の構造は相反性により対称行列となる．
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3.4 まとめ
この章では，3次元インピーダンス法の計算に現れる連立一次方程式を，計算格子点の
相互作用モデルとして置き換え，各点の位置情報から行列としての表現を行った．
それにより，本検討により得られた 3 次元インピーダンス法の行列構造は，9 つのブ
ロックに分かれ，境界部分を除き，各方向成分の格子点相互作用モデルと対応した格子点
に対応する要素が行列に格納され，対称な疎行列となることが分かった．
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第4章
行列表現を用いた3次元インピーダ
ンス法の実数計算の検討
4.1 はじめに
3次元インピーダンス法の計算を行う場合，低周波数帯では位相を考慮せず，実数で計
算を行うことができる．この章では，前章にて示した行列構造を実数での計算に適用する
ための方法及び，適用結果を示す．
4.2 実数計算における 3次元インピーダンス法の非構造格子
としての性質
3次元インピーダンス法の計算を行う際に，kHz帯ではリアクタンス成分を無視できる
ため，虚部を無視し，実数のみで計算を行うことができる．実数計算を行う場合，計算領
域中の空気に該当する領域中の導電率 0と仮定すると，インピーダンスは無限大となるた
め，ループ電流は流れない．したがって，4章で示した 3次元インピーダンス法の行列構
造から空気に対応する行と列を除くことで行列の規模を縮小し，計算要素を削減すること
ができる．
簡易的に，2次元の計算に置き換え，領域中が  > 0の媒質に満たされている場合と，
空気などの  = 0の媒質を含む場合を例にして，計算要素削減方法の手順を示す．
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簡略化のため 2次元モデルを用いる．2次元領域の閉路のインデックスを 1次元に変換
する式は以下を用いた．
n = iNy + j (4.1)
この時，Ny は y 方向の格子点の総数である．
4.2.1 計算領域全体が  > 0の媒質で満たされている場合
図 4.1 2 次元領域全体が  > 0の媒質に満たされている場合の番号付け
x，y方向に 5つの閉路が並んでいる状態の各閉路を式 (4.1)を用いて 1次元で番号付け
した際平面は図 4.1となる．すべての閉路の導電率を  > 0とした場合には，番号付けを
行う閉路は，各軸方向に対して同じ数の閉路が規則正しく並ぶ構造格子となっている．
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また，この 2次元での格子点相互作用モデルは図 4.2(左)となる．図 4.1と重ね合わせ
図 4.2 2 次元での格子点相互作用モデル (左)，行列の 1 行目に現れる要素 (右)
ると図 4.2(右)になり，1行目に重なった部分が行列に非零要素として現れる．2行目か
ら 20行目まで同様の手順を行うと図 4.3の行列が得られる．図中に赤で示した部分が対
角要素であり，図 4.2(左)の格子点相互作用モデルの中心格子点に対応し，青で示した部
分は非対角要素となり，図 4.2(左)の格子点相互作用モデルの隣接格子点と対応する．規
則的に番号付けがなされている構造格子を行列として表現したため，対角要素と非対角要
素がバンド (帯)として現れている．
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図 4.3 2 次元領域全体が  > 0 の媒質に満たされている場合の行列生成結果
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4.2.2 計算領域全体が  = 0の媒質を含む場合
図 4.4 領域すべてに番号付けする場合 (左)， > 0 の部分のみ番号付けする場合 (右)
次に，2次元領域中に  = 0の媒質を含む場合の行列構造について示す．図 4.4(左)は
図 4.1と同じ領域にすべてに番号付けをした図である．図 4.1と異なり， = 0の要素を
含むため，行列として表現した際の規模を縮小することができる．リアクタンス分を考慮
しない実数計算において，計算に必要な要素は  > 0 の要素のみである． > 0 の要素
のみに対して番号付けを行うと図 4.4(右)となる．これを前述の手順で行列として表現す
ると，全ての領域を番号付けした図 4.3において， = 0により，番号付けされなかった
部分に対応する行と列を行列から除くことが出来る．行列から除く行と列を灰色で覆った
ものが図 4.5である．そして，図 4.5の灰色部分を除いて表現した行列の構造が図 4.6で
ある．
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図 4.5 2 次元領域中に  = 0 の媒質に対応する箇所 (灰色)
図 4.6 2 次元領域中に  > 0 の要素のみを番号付けした場合の行列生成結果
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4.3 行列の格納形式
前節までに得られた行列において，行列の全要素をデータとして保持することは，必
要となるメモリ量の多さから現実的ではない．そこで，行列内の非零要素のみを保持
する形式で行列を配列に格納する．例として，次節にて紹介する数値演算ソフトウェア
(MATLAB)内に含まれる数値解法を適用するために用いられている行列圧縮形式である
COO形式 (Coordinate format) を示す．
4.3.1 COO形式
A =
0BBBBB@
1 0 0 0 2
0 2 0 4 7
4 0 7 9 4
6 0 0 2 0
4 4 2 0 7
1CCCCCA (4.2)
V alue =
 
1 2 2 4 7 4 7 9 4 6 2 4 4 2 7

(4.3)
Row =
 
1 4 2 4 5 1 3 4 5 1 4 1 2 3 5

(4.4)
Column =
 
1 1 2 2 2 3 3 3 3 4 4 5 5 5 5

(4.5)
式 (4.2)で与えられる係数行列 Aを例にとり，行と列の初めのインデックスを 1とする
と，COO形式では各非零要素の値，各非零要素の列番号，行番号の 3つの情報を用いて
行列を表現することにより，行列圧縮を行っている．
式 (4.2) の係数行列 A の場合は式 (4.3),(4.4),(4.5) により，行列を表現することがで
きる．
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4.4 数値計算ライブラリの適用
前述の手順により，行列を明示的に生成することが可能となった．それに伴い，数値計
算ライブラリに行列のデータを受け渡すことが可能となった．適用例として，数値演算ソ
フトウェア (MATLAB)内に含まれる数値解法を選択した．
MATLAB 内に含まれる数値解法を適用する際に記述するコードの記述例を以下に
示す．
ソースコード 4.1 MATLAB内に含まれる数値解法を適用するコードの記述例
1 matrix_data = load('matrix.txt'); %行 列 デ ー タ の 読 み 込 み
2 sparse_matrix = spconvert(matrix_data ); %疎 行 列 形 式 へ 変 換
3 RHS_vector = load('RHS_vector_data.txt'); %右 辺 ベ ク ト ル の 読 み 込 み
4
5 solution_vector = bicgstab(sparse_matrix , RHS_vector ); %連 立 一 次 方 程 式 の 計 算
6
7 fp = fopen('result.txt','w');
8 fprintf(fp, '%e\n', solution_vector ); %結 果 の 出 力
9 fclose(fp);
1行目は生成した行列データの読み込みを行っている．2行目では 1行目で読み込んだ
行列データを計算を行うためのデータ構造に変換している．3行目では行列方程式におけ
る右辺ベクトルを読み込む．3次元インピーダンス法では磁界によって回路に誘導される
起電力が右辺ベクトルとなる．5 行目では読み込んだ行列及び右辺ベクトルのデータか
ら，連立一次方程式を解き，反復法を用いて解ベクトルを計算している．例では，数値解
法として，双共役勾配安定化法 (Bi-CGSTAB 法) を適用している．他にも，MATLAB
内に含まれる数値解法は複数存在し，5行目の"bicgstab"と記述した部分をそれぞれの数
値解法に対応した名称に変更することで適用が可能である．最後に，7から 9行目で結果
の出力を行っている．
上記の例において，数値解法を適用する部分の記述は 5 行目のみとなっており，行列
表現を用いたことにより，連立一次方程式の数値解法の実装がコードを 1 行編集するこ
とで，MATLAB 内に含まれる数値解法を適用することができ，コード開発の効率化を
図った．
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4.5 球体モデルを用いた妥当性の検討
行列表現を用いた 3次元インピーダンス法の妥当性を検討するため，MATLAB内に含
まれる数値解法として，3次元インピーダンス法の行列構造が対称行列であるため，行列
の対称性を考慮した数値解法である共役勾配法 (CG法)を適用して計算を行い，従来，計
算に用いられてきた SOR法と計算結果の比較を行った．
球体モデルに一様磁界が入射する条件で計算を行った．詳しい計算条件は図 4.7 と表
4.1に示す．
図 4.7 入射磁界と球体モデル
表 4.1 計算条件
　計算格子 立方格子
　解像度 1 mm
ボクセル数 120 120 120 voxels
球体半径 45 mm
導電率 (均一) 0:24 S/m
入射磁界 H 　 1000(x^+ y^ + z^) A/m
周波数 90 kHz
数値解法 SOR法/CG法
相対残差ノルム " 1:0 10 5
尚，計算の終了条件として，CG法は式 (4.6)，従来の SOR法は明示的に行列として表
現していないため式 (4.7)で与えられる相対残差ノルム "を各反復毎に計算し，その値が
1:0 10 5 に到達した時点で計算を終了した．
"<k> =
j~b A~xj<k>L2
j~bj<k>L2
　 (4.6)
"<k> =
j~x<k 1>   ~x<k>jL2
j~x j
<k>L2　　　　　 (4.7)
この時，~bは右辺ベクトル (誘導起電力)，Aは係数行列 (インピーダンス値)，~xは解ベ
クトル (ループ電流値)である．また，j  jL2 は L2ノルムを表す．
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次に，計算によって得られた誘導電流密度分布を図 4.8，4.9に示す．
図 4.8 SOR 法によって得られた誘導電界密度 図 4.9 CG 法によって得られた誘導電界密度
図 4.8，4.9はそれぞれ SOR法，CG法の計算によって得られた電流密度分布である．
これらの図より，分布のおおよその一致を確認した．
さらに，詳細な比較を行うため，相関図及び相対差散布図を図 4.10，4.11に示す．相対
差の算出には式 (4.8)を用いた．
相対差 [％] =
jJ jCG   jJ jSOR
jJ jSOR  100 (4.8)
この時，jJ jCG は CG法の計算で得られた電流密度の絶対値，jJ jSOR は SOR法の計算
で得られた電流密度の絶対値である．
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図 4.10 CG 法と SOR 法の計算で得られた電流密度相関図
図 4.11 CG法と SOR 法の計算で得られた電流密度相対差散布図
図 4.10から計算領域全体で計算結果がおおよその一致が確認できる．また，図 4.11に
より，相対差は 0:2% の範囲に収まり，電流密度が大きい値になるほど相対差が小さく
なる結果となり，妥当な結果が得られたことを確認した．
第 4章 行列表現を用いた 3次元インピーダンス法の実数計算の検討 31
4.6 異なる数値解法を用いた計算時間の比較
実際に，数値ドシメトリで用いられる数値人体モデルを用いて，数値計算ライブラリ
に含まれる数値解法を適用した計算例を示す．計算条件を図 4.12，実行環境を表 4.2 に
示す．また，数値解法は数値演算ソフトウェア (MATLAB)内に含まれる SYMMLQ法，
MINRES法，CG法，CGS法，Bi{CGSTAB法，TFQMR法，Bi{CG法，QMR法を
選択した．また，それぞれの数値解法での計算時間を計測し，比較を行った．
図 4.12 入射磁界と数値人体モデル
表 4.2 計算条件 2
　計算格子 立方格子
　解像度 2 mm
ボクセル数 320 160 866 voxels
導電率 (均一) 0:24 S/m
入射磁界 H 　 1000(x^+ y^ + z^) A/m
周波数 90 kHz
表 4.3 計算の実行環境
Processor Clock Frequency OS
AMD Opteron(tm) 2.1 GHz Linux CentOS
Processor 6174 release 5.7
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図 4.13 数値解法の違いによる計算時間の比較
図 4.13 は各数値解法の実行時間の測定結果である．尚，SOR 法は C 言語で記述した
コードで計算を行い，実行環境が異なるため，参考値として図中に示している．数値解法
ごとに計算の実行時間が異なる結果となり，特に，行列の対称性を考慮した数値解法であ
る対称 LQ 法 (SYMMLQ 法)，最小残差法 (MINRES 法)，共役勾配法 (CG 法) が，行
列の対称性を考慮しない疑似的最小残差法 (QMR法)，双共役勾配法 (Bi-CG法)などよ
りも実行時間が短い結果となり，行列の対称性を考慮した数値解法 (赤)が，行列の対称
性を考慮しない数値解法 (青)よりも実行時間が短い結果となった．最も実行時間の長い
QMR法と最も実行時間が短い SYMMLQ法を比較したところ，約 3.8倍の差が生じ，3
次元インピーダンス法の行列構造は対称行列であり，行列の対称性を考慮した前述の各数
値解法が計算の実行時間が短いということを確認した．
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4.7 まとめ
本章では，行列表現を用いた 3次元インピーダンス法の実数計算の検討を行った．4章
で示した 3次元インピーダンス法の行列構造から，空気に対応する行と列を除くことで，
対称性を保ったまま行列の規模を縮小し，3次元インピーダンス法に数値計算ライブラリ
を適用することを可能にした．
また，数値計算ライブラリの適用に関して，行列データを受け渡すことで，異なる数値
解法をソースコードを１行変更するのみで適用可能になったことにより，3次元インピー
ダンス法の連立一次方程式を解くための数値解法を適用する際のコード開発の効率化を
図った．
さらに，適用可能となった種々の数値解法を用いて計算時間の比較を行い，3次元イン
ピーダンス法の行列構造は対称行列であり，行列の対称性を考慮した前述の各数値解法を
適用することで，計算時間の短縮が可能であることを示した．
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第5章
行列表現を用いた3次元インピーダ
ンス法の複素数計算の検討
5.1 はじめに
4章では，kHz帯における行列表現を用いた 3次元インピーダンス法の実数計算の検討
として，行列の規模を縮小する方法を示し，得られた行列を用いて異なる数値解法による
計算時間の比較を行った．その結果，実数計算においては行列の対称性を考慮した数値解
法を適用した場合に，3次元インピーダンス法の連立一次方程式をより高速に解くことが
できるという結果を得た．
本章では，リアクタンス成分を考慮し kHz 帯よりも周波数の高い 10MHz までの周波
数において，効率的に計算を行うため，行列表現を用いた 3次元インピーダンス法の複素
数計算について検討を行った．
5.2 複素数計算によるリアクタンス成分を考慮した問題への
拡張
Zx =
l
(avg + j!"ravg)S
(2.1 再掲)
周波数が高くなるにつれて，2章で示した式 (2.1)及び y，z 方向成分のインピーダンス
Z において， >> !"の関係が成り立たなくなり，リアクタンス成分が無視できなくな
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る．その場合，インピーダンス Z の虚部を含む複素数で計算を行う必要がある．
しかし，3次元インピーダンス法の複素数計算は，実数計算と比較して，従来広く用い
られてきた SOR法では，1反復に掛かる計算時間や，収束するまでに必要とする反復回
数が増大する．
また，2章で行った過緩和係数 ! の自動選択に関する検討において，! の最適値を選択
した場合に近い収束効率を得ることができたが，大規模な解析を高速に行うためには，更
なる高速化を図ることが望まれる．
そこで，本章では 4章と同様に，3次元インピーダンス法の連立一次方程式を行列とし
て表現し，得られた行列に対して数値計算ライブラリを適用する検討を行った．
5.3 複素数計算における数値計算ライブラリの適用
3章にて，3次元インピーダンス法の連立一次方程式を明示的に行列方程式として表現
した際に得られる行列構造が疎な対称行列であることを示し，4章にて，行列の対称性を
考慮した数値解法が，行列の対称性を前提としない数値解法と比較して，高速に計算を行
うことができることを示した．
しかし，複素数計算にこれらの行列の対称性を考慮した数値解法を適用したところ，解
が収束せずに，計算が破綻してしまう問題が生じた．また，行列の対称性を前提としない
数値解法の中で，4章で行った計算と同環境で計算を実行したところ，1週間程度計算時
間を要したが，Bi-CGSTAB法で安定的に計算を収束させることができた．
そこで，本章では Bi-CGSTAB法に対して高速化を図るために，1チップに対し数千の
演算コアを有する Graphics Processing Unit(GPU)を利用した超並列計算を含む数値計
算ライブラリ (みずほ情報総研)を適用した．数値解法は Bi-CGSTAB法の前処理として
代数的多重格子法 (AMG法) [16]を適用した AMG-BiCGSTAB法を用いた．
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5.4 適用例及び従来手法との比較
実際に，適用例として，均質な数値人体モデル [13](頭部)に一様磁界が入射する条件で
計算を行い，AMG-BiCGSTAB法と SOR法の計算結果の比較を行った．計算条件と実
行環境を表 5.1，5.2に示す．
表 5.1 計算の実行環境
　計算格子 立方格子
　解像度 2 mm
ボクセル数 120 162 129 voxels
導電率 (均一) 0:3588 S/m
比誘電率 (均一) 8497
入射磁界 H 　 1000(x^+ y^ + z^)(1 + j) A/m
周波数 85 kHz
表 5.2 計算の実行環境
CPU
Intel(R) Xeon(R)
CPU E5-2690v2
CPU Clock 3.0 GHz
GPU Quadro K6000
GPU Clock 0.90 GHz
GPU Cores 2880 CUDA Cores
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図 5.1 AMG-BiCGSTAB 法によって得
られた体内誘導電流密度
図 5.2 AMG-BiCGSTAB 法と SOR 法
(! = 1:7) で得られた体内誘導電流密度の
相対差分布
図 5.1 は AMG-BiCGSTAB 法によって得られた体内誘導電流密，図 5.2 は AMG-
BiCGSTAB 法と SOR 法 (! = 1:7) で得られた体内誘導電流密度の相対差分布である．
相対差の算出には式 (5.1)を用いた．
相対差 [％] =
jJ jAMG BiCGSTAB   jJ jSOR
jJ jSOR  100 (5.1)
この時，jJ jAMG BiCGSTAB は AMG-BiCGSTAB 法の計算で得られた電流密度の絶対
値，jJ jSOR は SOR法の計算で得られた電流密度の絶対値である．
図 5.2より，相対差が  8%  +5%の範囲に収まる結果となり，妥当な計算結果が得
られたことを確認した．
表 5.3 計算結果
計算時間 反復回数
SOR法 (! = 1:7固定) 1.73105 s 99924 回
AMG-BiCGSTAB法 94.4 s 281 回
表 5.3は過緩和係数 ! を 1.7で固定した SOR法と AMG-BiCGSTAB法の計算時間及
び反復回数の測定結果である．AMG-BiCGSTAB 法の計算時間が，SOR 法の計算時間
と比較して約 1820分の一となり，GPUを用いた超並列計算による高速化の有効性を示
した．
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5.5 まとめ
本章では kHz帯よりも周波数の高い 10MHzまでの周波数において，効率的に計算を行
うため，行列表現を用いた 3次元インピーダンス法の複素数計算について検討を行った．
その結果，Bi-CGSTAB法を AMG法と組み合わせ，GPUによる超並列計算を行った
ところ, SOR法の計算時間と比較して，約 1820分の一となった．
これにより，従来の 3次元インピーダンス法で複素数計算を行う際に，数日を要する計
算が，今回の検討により，計算時間が大幅に削減することができ，膨大な計算時間を要す
る計算を，現実的な計算時間で実行できる可能性を示した．
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第6章
まとめ
6.1 過緩和係数自動選択型SOR法の検討
3次元インピーダンス法の連立一次方程式を解く際に，従来，多く用いられてきた SOR
法において，過緩和係数 ! を逐次的に修正する方法として，相対残差ノルムと SOR 法
の反復回数から算出される傾きに着目し，過緩和係数 ! を逐次的に自動選択する検討を
行った．
検討の結果，最適値と仮定した過緩和係数 ! を選択した場合と同程度の収束効率で計
算を行うことができた．それにより，3次元インピーダンス法に用いる SOR法の計算に
おいて，事前に過緩和係数 ! の最適値を，計算を行う前に検討する必要がなくなり，従来
よりも，対象とする問題に対する 3次元インピーダンス法の適応性を向上させた．
6.2 行列表現を用いた 3次元インピーダンス法の検討
行列表現を用いた検討では，はじめに，3次元インピーダンス法の計算に現れる連立一
次方程式を，計算格子点の相互作用モデルとして置き換え，各点の位置情報から行列表現
を行った．
それにより，得られた 3次元インピーダンス法の行列構造は，9つのブロックに分かれ，
境界部分を除き，各方向成分の格子点相互作用モデルと対応した格子点に対応する要素が
行列に格納され，対称な疎行列となることが分かった．
そして，得られた行列構造をもとに，kHz帯での行列表現を用いた実数計算において，
行列構造から空気に対応する行と列を除くことで対称性を保ったまま行列の規模を縮小
し，3 次元インピーダンス法に数値計算ライブラリを適用することを可能にした．また，
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数値解析ソフトウェア (MATLAB)内に含まれる数値解法を適用した検討では，異なる数
値解法をソースコードを１行変更するのみで適用可能になり，3次元インピーダンス法の
連立一次方程式を解くための数値解法を適用する際のコード開発の効率化を図った．
さらに，適用可能になった種々の数値解法を用いて計算時間の比較を行い，3次元イン
ピーダンス法の行列構造は対称行列であり，行列の対称性を考慮した前述の各数値解法を
適用することで，計算時間の短縮が可能であることを示した．
次に，kHz帯よりも周波数の高い 10MHzまでの周波数に適用範囲を拡張した行列表現
を用いた 3次元インピーダンス法の複素数計算の検討では，GPUによる超並列計算が可
能な数値計算ライブラリに行列を受け渡すことにより，均質な数値人体モデル (頭部) [13]
に一様磁界が入射する条件において，計算時間が約 1820分の一に短縮し，膨大な計算時
間を要する計算を，現実的な計算時間で実行できる可能性を示した．
6.3 今後の課題
今後の課題として，過緩和係数自動選択型 SOR法の検討において，SOR法の過緩和係
数 ! の最適値を大域的に探査することによる収束効率改善の検討及び，行列表現を用い
た 3次元インピーダンス法の実数，複素数計算の検討において，計算の高速化を利用した
実用的な問題への適用が挙げられる．
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